Chapitre 5 ——————————————————

FONCTIONS USUELLES

r—(OBIECTIFS DU CHAPITRE} .

Déterminer des ensembles de définition et de dérivation.
Calculer des dérivées, des limites.

Appliquer le théoreme de la bijection.

» Devenir rigoureux sur la rédaction avec des fonctions.

¢ Connaitre les fonctions usuelles, nouvelles et anciennes.
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I GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Dans ce chapitre, on ne considére que des fonctions réelles de la variable réelle (cad de R dans R). Dans
certaines sections on considérera aussi des fonctions complexes de la variable réelle (cad de R dans C).



Chapitre n°5 : Fonctions usuelles

1 VOCABULAIRE ET GRAPHIQUES

,—(DEFINITION 1 (Définition "intuitive" de fonction )} N\

Une fonction réelle de la variable réelle f est un objet qui a tout réel x associe une expression f(x) € R
a condition que cela ait un sens.

e Lensemble de définition de f, noté D £, est I’ensemble des réels x tels que f(x) a un sens.

nz

 Lorsque Dy n'est pas encore connu (ou s'il est "évident"), on peut définir la fonction f en notant
f:x—= fx)

 Une fois Dy déterminé, si on restreint la fonction f a Dy, on obtient une application f: Dy — R.
On peut en particulier définir f par la notation :

fZDf — R
x = f(x)

o Il arrive qu’on souhaite définir une fonction f sur un sous-ensemble D < D¢. On note alors :
f:D—=R
X f(x)

La fonction f: D — R est la encore une application : le vocabulaire vu au chapitre précédent
s’applique. D est 'ensemble de départ et R '’ensemble d’arrivée de la fonction f. On parle aussi
d’antécédent et d'image par la fonction f.

o Le graphe de la fonction f dans un repere (0,7,7) du plan est I'’ensemble des points (x, f(x))
lorsque x parcourt D. La courbe reliant ces points est la courbe représentative de f et notée Cy.

EXEMPLE 1. Déterminer D¢ ol f: x .
x?-3

,—[DEFINITION 2 (Opérations sur les fonctions )} N\

Soient f,g: D — R deux fonctions de méme ensemble de départ D. On définit :

o La fonction somme de f et g, notée f + g, et de méme pour f—g:

f+g:D—>R f-8:D—=R
x> f(x)+gx) x = f(x)-gkx)

» La fonction produit de f et g, notée fg ou f x g ; et si g ne s’annule pas sur D, la fonction ! :
8

f

fg:D—=R =:D >R
g
fx)
xH f(x)gx) X = —
fxg g(x)
» La fonction |f] et, pour tout A € R, la fonction Af :

[fl:D — R Af:D >R

x = | f(x)] x = Af(x)
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,—[DEFINITION 3 (Composée de fonctions )}

Soient D,D’'cR, f: D — R et g: D' = R deux fonctions. On définit la fonction composée de g et f
par gof:x = g(f(x)).

Lensemble de définition de go f est donné par

Dgor:={xeD|f(x)e D'} = f~1(D)

EXEMPLE 2. Voir une fonction comme une composée pour trouver son ensemble de définition. Déterminer

x+1

I'ensemble de définition de f donnée par f:x — P
x f—

2 TRANSFORMATIONS ET SYMETRIES DU GRAPHE

,—( PROPOSITION 4 (Effet sur le graphe d’opérations simples )}

Connaissant la représentation graphique de f dans un repere orthonormé (O, i, j), on peut obtenir
celle des fonctions suivantes (avec a € R) :

X f(x)+a X f(x+a) X f(=x) x = —f(x) x = f(ax)

et leurs combinaisons. Voir le script suivant : https://www.desmos.com/calculator/ieurh6nsr2
e La courbe de x = f(x)+ a s’'obtient a partir de C £ par une translation de vecteur a j .

e La courbe de x = f(x — a) s’obtient a partir de C £ par une translation de vecteur a i .

\

,—(DEFINITION 5 (Parité et périodicité )}

On dit qu'une partie A de R est symétrique par rapport a 0 si

VxeA -x€eA
» Une fonction f définie sur un ensemble D symétrique par rapport a 0 est dite paire, lorsque :
VxeD f(-x)=f(x).
o Une fonction f définie sur un ensemble D symétrique par rapport a 0 est dite impaire, lorsque :
VxeD f(-x)=-f(x).
e Soit T > 0. Une fonction f définie sur D est dite T-périodique lorsque :

x+TeD
VxeD x—TeD
fx+T)=fx)

REMARQUES. Si f: D — R est impaire et si 0 € D alors f(0) =0.

La représentation graphique d'une fonction paire (resp. impaire) est symétrique par rapport a 'axe
des ordonnées (resp. I'origine du repére).

Par conséquent, lors de I’étude d’'une fonction paire ou impaire, on peut se contenter de travailler
sur DN Ry, puisque le graphe et les propriétés de f sur D NR_ se déduisent par cette symétrie.
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fonction paire

fonction impaire

Etant donné T > 0, si f est une fonction T-périodique, sa représentation graphique est invariante

par translation de vecteur T i, et par toute translation de vecteur kT i, ou k € Z. Donc il suffit

T T

d’étudier f sur une période, par exemple [0, 7] ou '3

,—(DEFINITION 6 (Restriction et prolongement )}

Soit f: D — R une fonction. Soit A une partie de R telle que Ac D.

que de prolongement de f.

Comme f: D — R est une application, on retrouve les notions de restriction a A de f, notée f | 4 ainsi

On dit que f vérifie une propriété sur A si la fonction f| 4 Vérifie cette propriété.

1
Par exemple, f: x — — est dite décroissante sur R} car f
X

)
R I'est.

3 NOTIONS LIEES A I’ORDRE

,—[DEFINITION 7 (Sens de variation de f )}
Soit f: D — R. On dit que :

1) f est croissante lorsque Vx1,x2€D

2) f est décroissante lorsque Vx1,X2 €D
3) f est strictement croissante lorsque Vx1,%X €D
4) f est strictement décroissante lorsque Vx1,% €D

5) f est monotone lorsque f est croissante ou décroissante.

7) f est constante lorsque Vx;,x2€ D  f(x1) = f(x2)

6) f est strictement monotone lorsque f est strictement croissante ou strictement décroissante.

x1=x2 = f(x1) < f(x2)
x1=x = f(x1) = f(x2)
x1<x2 = f(x1) < f(x2)

xX1<xp = f(x1)> f(x2)
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EXEMPLES 3.
1) La fonction x = x est clairement croissante, et méme strictement croissante (sur R).

2) La fonction carré x — x? est strictement croissante sur [0, +o00], strictement décroissante sur | — oo, 0].

3) La fonction inverse, définie sur R* par x — — n’est ni croissante, ni décroissante... mais elle est
X
strictement décroissante sur ] —oo,0[ et sur |0, +ool.

4) Une fonction est a la fois croissante et décroissante si et seulement si elle est constante.

,—[ PROPOSITION 8 (Monotonie et opérations )} <

Soient f,g: D — R deux fonctions.
1) Si f, g sont croissantes (resp. strictement), alors f + g est croissante (resp. strictement).
2) Si f, g sont décroissantes (resp. strictement), alors f + g est décroissante (resp. strictement).

3) La composée de deux fonctions monotones (resp. strictement) est monotone (resp. strictement) :

7 I\
g/ | gof /| §of \
g\ | gof\\| gof/

Démonstration. En appliquant la définition. Par exemple si f, g sont décroissantes, alors pour tous x;, x» € D, on
ax;<sxy = f(x)) = f(x) = g(f(x1)) <g(f(x2)). Donc go f est bien croissante. O
EXEMPLES 4.
e X X2+ x+e” est strictement croissante (sur R) comme somme de fonctions strictement croissantes.
—_ 2 . 7 . 7 . .
e x> e ¥ eststrictement décroissante sur R, comme composée de exp strictement croissante et de la
fonction x — — x? strictement décroissante sur Rj.

REMARQUE. Il n’est pas toujours nécessaire de dériver pour obtenir le sens de variation !

f—(DEFINITION 9 (Vocabulaire lié a l'ordre < de R )J \

Soit f une fonction définie sur une partie D de R, et a valeurs réelles.

1) Etant donné M € R, on dit que f est majorée par Msi VxeD f(x)<M.
2) Etant donné m € R, on dit que f est minorée par msi VxeD f(x)=m.
3) On dit que f est majorée s'il existe un réel M tel que f est majorée par M, cad

AMeR VxeD f(x)<M

4) On dit que f est minorée s’il existe un réel m tel que f est minorée par m, cad :

dmeR VxeD f(x)=zm

5) On dit que f est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.
6) f est dite positive si elle est minorée par 0. On notera f = 0.
7) f estdite négative si elle est majorée par 0. On notera f <0.

8) f estdite strictement positive, et on notera f>0,si VxeD f(x)>0.

9) f estdite strictement négative, et on notera f <0,si VxeD f(x)<0.
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r—[ PROPOSITION 10 (Relations = et < surRP )} )

Soit D une partie de R.

« (Rappel) On définit une relation d’équivalence = sur R” par :
f=g <= VYxeD f(x)=gkx)
« On définit une relation d’ordre partiel < sur R? par :

fsg <<= VxeD f(x)=gk)

\. J

~( PROPOSITION 11} Ry
Soit f € RP.

f estbornée <= |f]|est majorée <= IKeR;, VxeD |[f(x)=K

4 ASYMPTOTES

,—[DEFINITION 12 (Asymptotes )} N\

Soit f: D — R une fonction.

o S'il existe ¢ € R tel que

li =
g, Jlen=t

on dit que Cy présente une asymptote horizontale d’équation y = ¢ (en —oo ou en +00).

o S’il existe xp € R tel que
lim |f(x)]=+o0
x — Xo

on dit que Cy présente une asymptote verticale d’équation x = xy.

o S'il existe a, f € R avec a # 0 tels que

0

f)—(ax+p)

X —> *o0

on dit que Cy présente une asymptote oblique d’équation y = ax+ f§ (en —oo ou en +00).

EXEMPLE 5. 1
La représentation graphique de la fonction f définie sur R* par f(x) = x + — admet I'axe des ordon-
X

nées et la droite d’équation y = x pour asymptotes.
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IT DERIVATION

Rappel : un ensemble I c R est un intervalle s’il est de la forme [c, d],]c,d], [c,d[ oulc, d] avec ¢,d € RU{—o0, +00}.
(Si ¢ ou d est infini, 'intervalle doit étre ouvert en cette borne).

HYPOTHESE

Dans toute la suite, I et J désignent des intervalles de R non vides et non réduits a un point (cad I et
J se sont pas des singletons).

1 GENERALITES

Pour ce chapitre, la notion de limite reste "intuitive", comme en terminale. Elle sera précisée ultérieurement.
On rappelle que la notation "f: I — R" signifie que f est une application de I dans R, donc en particulier que la
fonction f est bien définie sur tout I.

r—(DEFINITION 13} N

Soient f:I — R une fonction et a € I.

e On dit que f est dérivable en a lorsque la fonction x — W admet une limite finie en a.

Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f en q, et est notée f’(a).

e Soit Ac I. On dit que f est dérivable sur A lorsque f est dérivable en tout point de A.

On appelle alors fonction dérivée de f, et on note f’, I'application :

fl:A=R
x = f(x)

» L'ensemble des points ou f est dérivable est appelé ensemble de dérivabilité de f.

REMARQUES. Le quotient est appelé taux d’accroissement de f en a (défini pour tout x € I\ {a}).

f)-fla
X—a

Quand on cherche une limite, trois cas sont possibles :

1) La limite n’existe pas (par exemple sin x n’a pas de limite quand x tend vers +o0). Dans ce cas on

ne peut pas écrire "lim" : lim__sirx
+00

2) La limite existe et est infinie (+co ou —oo) : on peut écrire E)m VX = +o0.
X +o00

3) La limite existe et est finie (appartient a R). C’est seulement dans ce cas que f est dérivable en a.
On peut alors écrire

lim f(x)—f(a): lim fla+h) - f(a)

=f(a)eR
x—>a X-—a h—0 h f(—)

EXEMPLES 6. Soit f: x — v/x. Déterminer I'ensemble de dérivabilité de f et calculer f’.

Soient n € N* et f: x — x". Montrer que | est définie et dérivable sur R et calculer f.
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2 OPERATIONS SUR LES DERIVEES

,—( PROPOSITION 14 (Opérations sur les dérivées )J <

Soient u, v: I — R deux fonctions. Si u, v sont dérivables sur I, alors :

1) Pour tous réels A, u, la fonction Au+ pv est dérivable sur I, et (Au+puv) = Au' +pv'.

2) uv est dérivable sur I, et (uv)' = u'v+ v u.

1 ! u
3) Si u ne s’annule pas sur I, alors — est dérivable sur I, et (—) =-=.
u u u
. , u . uy uv-vu
4) Si v ne s’annule pas sur I, alors — est dérivable sur I, et (—) =
v v v

0

5) Pour n€ Z, u" est dérivable sur I, et (u™) = nu’*"'u/, avec la convention u°: x — 1.

(Si n <0, il faut que u ne s’annule pas sur I)

Démonstration. Par la définition (ou récurrence pour 5). Par exemple pour le 3) : pour tout a € I,

1 1 u(x)—u(a)
u(x)  ula) T Tu@ula -1 u(x) —u(a) -1 ’
— = X 2 XU (a)
xX—a x—a u(x)u(a) xX—a x—a u(a)
! ul
Donc par arbitraire sur a, | — | = ——. a
u u?

EXEMPLE 7. SineN* et u:x — x . Montrer que u est définie et dérivable sur R* et calculer .

,—( PROPOSITION 15 (Dérivée d'une composée )J \

Soient u:I — Ret v: ] — R deux fonctions. On suppose que u(l) c J.

Si u est dérivable sur I et si v est dérivable sur J, alors vo u est dérivable sur I, et

(vouw =@Wouwxu

Démonstration. Admis pour le moment. (Nécessite la composition des limites) d

EXEMPLE 8. Soit f:x — V3x2+2. Déterminer I'ensemble de dérivabilité de f et calculer f”.

,—[ PROPOSITION 16 (Dérivée de la réciproque )} <
Soit f: I — f(I) une fonction bijective et dérivable sur I. Si ' ne s’annule pas sur I, alors f! est
dérivable sur f(I) et :

1
SN
(f ) = f’o f—l
Autrement dit si y € f(I) :
1
=g
Y= 50
Démonstration. Admis pour le moment. d

On avu que f: E — F estsurjective ssi F = f(E). Doncsi f:I — F est surjective, nécessairement F = f(I).

3 DERIVEE ET TANGENTE A Cf

Soit f: I — Ret ae I. Alors pour tout x € I\ {a}, le taux d’accroissement est la pente de la droite

f)-fla
—a

X
qui relie les points (a, f(a)) a (x, f(x)). Quand x tend vers a, si f est dérivable en a, cette pente tend vers f'(a)
qui correspond a la pente de la tangente a C¢ au point a.
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Pente .fl(a)

@)= f(@

r—a

Pent

PROPOSITION 17)

Soit f: I — R dérivable en a € I. La courbe représentative de f admet au point de coordonnées
(a, f(a)) une tangente (non verticale) d’équation :

T: y=f'(a)x-a)+ f(a).

En particulier, si f'(a) = 0, alors la tangente a Cr en x = a est horizontale. On le représente sur la coube par
une double fleche — comme ci-dessus (ou, si a est un bord de I, une demi-fleche — ou ).

4 DERIVEE ET SENS DE VARIATION

,—( THEOREME 18 (Dérivée et sens de variation )} <

Soit f: I — R une fonction dérivable sur /.
« f est croissante sur I si et seulement si f >0 sur 1.
o f est décroissante sur I si et seulement si f' <0 sur I.
o f est constante sur [ si et seulement si /' =0 sur I.
e Si f' >0 (resp. f "< 0) sur I, alors [ est strictement croissante (resp. décroissante) sur I.

* f est strictement croissante (resp. decroissante) sur I si et seulement si ' >0 (resp. f' <0) sur I
ET pour tout intervalle [a, b] c I avec a < b, f'|[a b Z0.

\. J

Démonstration. Admis pour le moment. a

1
REMARQUES. 1l est indispensable, pour appliquer ce résultat, que I soit un intervalle. La fonction f:x — —, est
x

dérivable sur R* avec f’ <0, mais f n’est pas décroissante sur R* !

,—[METHODE (Plan d’étude d'une fonction )} N

1) Recherche de I'’ensemble de définition D Iz
2) Etude de la périodicité puis de la parité, ce qui permet de restreindre le domaine d’étude a D < D -
3) Calcul des limites aux bords du domaine D.

4) Ftude des variations sur D, avec éventuellement : dérivabilité, calcul de f, tableau de signe de f’
et tableau de variations de f. Préciser dans le tableau les points ot f’ s’annule et les valeurs de f
en ces points.

5) Recherche des asymptotes (verticales, horizontales, obliques).

6) (Optionnel) Pour aider au tracé, pour certaines valeurs x € D, calcul de f(x) et de 'équation de la
tangente a Cy en x.

7) Tracé de la courbe pour x € D, en s’aidant des points particuliers, des asymptotes, et des tangentes.
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3
_ X
EXEMPLE 9. Etudier f:x i tanx et g:xi 1
X
5 DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR
f—[DEFINITION 19 (Dérivées successives )} N\

Soit f: D — R une fonction. On définit, pour k € N, la dérivée k-iéme de f en a, notée f(k)(a), de la
maniere suivante :

P =f@
si f est dérivable en a, alors % (a) = f'(a)

si f' est dérivable en a, alors @ (a) = (f") (@) f" (@)

si f(k_l) est dérivable en a, alors f(k)(a) = (f(k_l))’(a).

Lorsque f admet une dérivée k-ieme en tout point a € D, on définit la dérivée k-ieme de f par

fP:D - R
X = f(k)(x)

EXEMPLE 10. Soit neN* et f:x€R — x". Déterminer la dérivée k-ieme de f pour k € N.

DEFINITION 20 (Classe C )}

Soit f: I — R une fonction. On dit que f est de classe C! sur I si f est dérivable sur I et f’ est continue
sur I.

REMARQUE. Le fait que f soit dérivable n’entraine pas forcément que f soit @l. Contre-exemple : la fonction

:R, — R définie par f(0)=0et f(x) = x?sin —1 six>0
f p
X

6 FONCTION A VALEURS COMPLEXES

Dans cette section on considére des fonctions complexes a variable réelle, cad des fonctions f de R dans C.

r—(DEFINITION 21} N
Soient D une partie de R et f: D — C une fonction (ou application). On définit

Ref:D =+ R Imf:D — R
x = Re(f(x)) x = Im(f(x))

Noter que ce sont des fonctions de R” alors que f e CP.

On dit que f est dérivable lorsque Ref et Imf le sont. On pose alors

f':=(Ref) +i(Imf)’

\.

,_[ PROPOSITION 22 (Dérivation dans CP )} \

Soient u,v: I —+ C deux fonctions dérivables sur I. Les résultats 1-5 de la proposition 14 sont encore
vrais dans ce cadre.
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III FONCTIONS USUELLES

1 LOGARITHME

,—(DEFINITION 23 (Logarithme népérien )J N\
1

La fonction logarithme népérien, notée In, est 'unique primitive sur 10, +oo[ de la fonction x — x~
qui s’annule en 1.

In:]0,+oo[ — R
x = In(x)

\.

La justification de cette construction (notamment son unicité) sera précisée dans un chapitre ultérieur.

,—[ PROPOSITION 24 (Propriétés de base )} .

e In(l)=0etln(e)=1 (on précisera qui est e et pourquoi c’est vrai plus loin).
¢ In est continue sur ]0, +ool.

* In est dérivable sur ]0, +oco[ et, pour tout x > 0,
1
In'(x) = -
X

In est donc strictement croissante sur ]0, +ool.

\

,—[ PROPOSITION 25 (Propriétés algébriques de In )} <

Soient a, b > 0.

1) [Propriété fondamentale]

In(ab) =In(a) +In(b) |

2)
1 a
ln(z) =—1n(b) et ln(g) =1In(a) —In(b)

3) pourtout neZ,
In(a") = nin(a).

\

Démonstration. En posant ¢, : b — In(ab) et en dérivant ¢, —In. d

~ PROPOSITION 26 (Limites deln ) ) .

lim In(x) = +oc0 limIn(x) = —oco
X—+00 x—0
x>0

\

,—[DEFINITION 27 (Logarithme de base a )} iy

Soit a € R} \ {1}. On appelle logarithme en base a, noté log, 'application de R} dans R définie par :

In(x)
In(a)

VxeR; log,(x):=

En particulier, log,(a) =1

\.

En physique, on emploie surtout le log,,, tandis qu’en informatique c’est le log,.
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2 LE THEOREME DE LA BIJECTION

,—( THEOREME 28 (Théoreme de la bijection )} N

Soient I un intervalle de R et f: I — R une application continue strictement monotone (sur I). Alors :
e f(I) est un intervalle.
e f estune bijection de I sur f(I).

e f 1. f(I) = I ala méme monotonie (stricte) que f.

REMARQUE. Soient x € I et y € f(I). En remarquant que
x,NeCr = y=fx) = x=fYy) = (1, %) € Cpa

On en déduit que Cy-1 se déduit de Cy par symétrie par rapport a la droite d’équation y = x (appelée
également premiére bissectrice du repere)

)
)
)
)
1 )
1) -
)
.
)

3 EXPONENTIELLE

In est continue et strictement croissante sur R . Elle réalise donc une bijection de R} sur In(R}) =R.

,—(DEFINITION 29 (Fonction exponentielle )J N

La fonction exponentielle, notée exp est la réciproque de la fonction In.

exp:R — R}
X = exp(x)

,—( PROPOSITION 30 (Propriétés de base )J .

e Pourtout xeR et ye R},
y:exp(x) — x=ln(y)

e exp(0) =1.

Vx>0 exp(nx)=x et VxeR In(exp(x)) =x

e exp est continue sur R.

 exp est dérivable sur R et pour tout xeR :
exp’(x) = exp(x).

exp est donc strictement croissante sur R.
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Chapitre n°5 : Fonctions usuelles

exp

In

FIGURE 1 - Graphes de In et exp

,—[ PROPOSITION 31 (Propriétés algébriques de exp )}

Soient x, y € R.

1) [Propriété fondamentale]

2)

3) Pourtout neZ,

exp(-y) =

exp(x + y) = exp(x) exp(y)

exp(y)

et

exp(x—y) =

(exp(x))” = exp(nx)

exp(x)
exp(y)

Démonstration. En utilisant les propriétés de In.

r—(DEFINITION 32}

\.

exp(x) est noté e* |

On note e:=exp(l). Le réel e est appelé nombre d’Euler ou constante de Néper.

La propriété fondamentale a conduit a noter exp de la manieére suivante : pour tout x € R,

,—( PROPOSITION 33 (Limites de exp )J

Une limite remarquable :

lim e*=+oc0

X—+00

lim e*=0
X——00
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Chapitre n°5 : Fonctions usuelles

~(DEFINITION 34)
Soit a > 0. La réciproque de log,, notée exp, est définie par :

exp,:R—=>R

x = exp,(x) =exp(xlna).

Pour tout x € R, on note
X.— xlna >0

\.

~( PROPOSITION 35)

Soient a,b >0

1) La propriété fondamentale est encore vraie pour x — a” :

Vx,yeR a‘a’ =a*"Y

VxeR a*b* = (ab)*

\.

2)
1
Vx,yeR a*=— a7 7V=—
a* a¥
3)
Vx,yeR (a9 =a" = (a")*
4) sib>0,

Démonstration. En utilisant la définition de a” et les propriétés de I'exponentielle et du logarithme. O
4 PUISSANCE
On s’intéresse maintenant a la fonction x + x%. Et selon la valeur de a on a des définitions différentes.
f—[DEFINITION 36 (x — x" )) N
Soit n € N\ {0}, on définit la fonction puissance n par
f:R—=R
X x"=xx..xx
—
n fois
~( PROPOSITION 37} .
Soit n € N\ {0}. Alors la fonction f: x — x" est dérivable sur R et pour tout x € R,
fl(x) = nx"! (avec la convention 0° = 1)
e Sine2N+1, f est strictement croissante sur R et donc réalise une bijection de R sur f(R) =R.
e Sine2N, f eststrictement croissante sur R, et donc réalise une bijection de R; sur f(Ry) =R;.
r—(DEFINITION 38 (x> x" )} N
Soit n € N*. On définit la fonction inverse puissance n par
g:R\{0} = R
1
X x'=—
xn
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Chapitre n°5 : Fonctions usuelles

~{( PROPOSITION 39) .

Soit n € N*. Alors g est dérivable en tout x # 0 et

—-n
! _ -n-1 _
gm=—nx"" ==

\ J

f—[DEFINITION 40 (x — x% )} N\
Soit n € N\ {0}.

e Si n e 2N, on définit la fonction racine n-iéme e Si ne 2N+ 1, on définit la fonction racine n-

par ieme par
h:R. — Ry h: —
X = x% X — x%
C’est la réciproque de f: x — x* restreinte a C’est la réciproque de f: x — x" qui est alors
R; (on a vu que f est bijective de Ry sur Ry). une bijection de R dans R.

REMARQUE. S'il est vrai que v/x n’a de sens que si x = 0, 'expression v/x a un sens pour tout réel x !

On veut dériver h = f ~1. On exclut le cas n =1 qui est évident. On applique la proposition adéquate : h = f -1
est dérivable en tout y € Dy, tel que f'(f1(y)) #0. Or, f'(x) =0 < x=0. Donc h = f~! est dérivable en tout y
tel que h(y) #0, c’est-a-dire en tout y € Dy \ {0}.

~( PROPOSITION 41} .
Soit n e N\ {0, 1}.

e Si ne2N, lafonction h:y — y% est définie o Si ne2N+1, la fonction h:y — y% est défi-
sur R, et dérivable sur R}. Donc pour tout nie sur R et dérivable sur R*. Donc pour tout
yeR]... yeR"...

1 1 1 1 1 1 1 1_
h,(y): i = 1 = — 7 = — ; = —yn 1
f'(h(y)) nh(" n(ymn-1 nyl=u | n

P
REMARQUE. Pour tout (p, q) € Z x N*, on peut définir la fonction i : x = x7 comme la composée de f: x — xP et
1
de h:x — x9.Lafonction i = foh=ho f ale méme ensemble de définition et de dérivabilité que h.

f—[DEFINITION 42 (x > x° )j \

Soit @ € R. On appelle fonction puissance d’exposant a, notée p,, la fonction

Po:R; =R

x = x%=exp(alnx) = e

\. J

REMARQUE. Lorsque a € Q, la fonction p, coincide avec une des fonctions puissances vues précédemment.

PROPOSITION 43 (Dérivée de f, ))

P est dérivable en tout x €]0, +o0o| et

alnx — a-1

; 1
Po(x) = ;(xe ax
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FIGURE 2 - Quelques graphes de fonctions puissance.

5 CROISSANCES COMPAREES

Permettent de lever certaines formes indéterminées.

PROPOSITION 44 (Croissances comparées en +oo )}

Soient a >0 et § > 0. Alors

En d’autres termes, en +oo, toute puissance positive de exp 'emporte sur toute puissance positive de x qui

elle-méme I'emporte sur toute puissance positive de In :
" exp>x*>In

n

Démonstration. Montrons la deuxiéme formule. La fonction In est concave sur R} (sa dérivée seconde est négative),
donc (on verra plus tard dans 'année que) la courbe de In se situe en-dessous de toutes ses

tangentes. En prenant la tangente en x = 1, on déduit que pour tout x > 0,

Inx<In'(x-1+In)=x-1
En particulier, pour tout y >0, on a y >1Iny. Soit y > 0 tel que yf < a. Pour tout x > 0, comme

x¥ >0, on en déduit
x'>In(x") =ylnx

x\P
—) . Alors, pour tout x =1, on a

Finalement, (lnx)ﬁ <

(Inx)f x7f-e
< < 0
x¢ )fﬁ X — +oo
. (Inx)P
ce qui prouve par encadrement que 0.
X% x—= +o0
Pour la premiére formule, on peut (on verra que c’est rigoureux) poser x = Iny et prendre la
limite quand y = +oo au lieu de x =+ + oo : on déduit le résultat par la seconde formule.
O
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Chapitre n°5 : Fonctions usuelles

PROPOSITION 45 (Croissances comparées en —oo et 0 )J
Soient @ >0 et § > 0. Alors

lim |x/Pe® =0 et lim |[Inx/Px*=0
X — —00 x—0

x>0

6 FONCTIONS CIRCULAIRES

On renvoie au chapitre 3 pour la définition de cos et sin et au formulaire de trigonométrie pour leurs propriétés
(hors dérivation).

PROPOSITION 46}

sin et cos sont continues et dérivables sur R :

sin’(x) =cosx cos'(x) = —sinx

FIGURE 3 - Graphes de sin et cos.

FIGURE 4 - Graphe de tan.

r—(DEFINITION 47)

La fonction tangente d'un réel x € R\ {g +kn|ke Z} est définie par tan(x) = sm((x)) )
cos(x

~( PROPOSITION 48)

tan est continue et dérivable sur chaque intervalle de son ensemble de définition et

tan’(x) = 1 + tan® x =

cos? x
. T . e qe e . L.
tan est croissante sur ] 5% [ (et sur les autres intervalles par périodicité, mais pas sur leur réunion).
lim tan(x)=+oco0 et lim . tan(x) = —oco
—) P

2 x—=r -3
x<

z _z
2 X>=79
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7 FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUE
7.A FONCTION ARCSINUS
. . . . ,e T 7y . . L
sin est continue et strictement croissante sur l'intervalle [—5, E] Lintervalle image est [—1, 1]. Par le théoreme de

T
la bijection, sin réalise une bijection de [_E’ E] sur [—1,1].

f—(DEFINITION 49 (arcsinus )} <

. . . . . L. . T
La fonction arcsinus, notée arcsin, est la fonction réciproque de sin: [—5, E] — [-1,1]. On a donc

" T
arcsin: [-1,1] — [_5’5]

X > arcsin(x)

FIGURE 5 — Graphes de sin (en pointillés) et arcsin (en rouge).

~{ PROPOSITION 50 (Propriéiés de arcsin ) .

1)
Vxe[-1,1] sin(arcsin(x)) =x

T
Vxe [_E’ E] arcsin(sin(x)) = x

arcsin(—1) = —g arcsin(0) =0 arcsin(l) = g
2) arcsin est impaire.
3) arcsin est strictement croissante.
4) arcsin est continue sur [—1,1], dérivable en tout x €] —1,1[ et

arcsin’(x) =

1
V1-x2

REMARQUE. Attention, pour x € R on n’a pas nécessairement arcsin(sin(x)) = x, par exemple arcsin(sinz) =0
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7.B  FONCTION ARCCOSINUS

cos est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [0,7]. Lintervalle image est [—1, 1]. cos réalise donc
une bijection de [0, ] sur [-1,1].

,—[DEFINITION 51 (arccosinus ))

La fonction arccosinus, notée arccos, est la fonction réciproque de cos: [0,77] — [—1,1]. On a donc

arccos: [—1,1] — [0, 7]

X — arccos(x)
+
T
2
V' W ~o
N
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FIGURE 6 — Graphes de cos (en pointillés) et arccos (en rouge)

,—[ PROPOSITION 52 (Propriétés )}
1)

Vxe[-1,1] cos(arccos(x)) =x

Vx e [0,m] arccos(cos(x))=x

b4
arccos(—1)=mn arccos(0) = E arccos(1) =0

2) arccos n’est ni paire ni impaire.

3) arccos est strictement décroissante.

4) arccos est continue sur [—1, 1], dérivable en tout x€] —1,1[ et

arccos’ (x) =
1-—x2

. , . /4
Attention, pour x € R on n’a pas nécessairement arccos(cos(x)) = x, par exemple arccos (cos (——))
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7.C FONCTION ARCTANGENTE

T
tan est continue et strictement croissante sur ] ~35 [ Lintervalle image est R. tan réalise donc une bijection de

——,—| sur R.

’

B3

,—(DEFINITION 53 (arctangente )}

La fonction arctangente, notée arctan, est la fonction réciproque de tan

T T

arctan:R — ] ,
22
X — arctan(x)

:J

T T
, [—)[R.Onadonc
2 2

T /
o _i_____ 2\ __d_ L ______
/
/
_)A 7
] Y/
O »
e
1
7
/
/
_—— e e e = == f;iiiiniAiiiv*iAiiiiiiA fffffff
I —_—
2

REMARQUE.

On a une limite finie de arctan en +oo :

T
lim arctan(x) = ) et

X — 400

FIGURE 7 — Graphes de tan (en pointillés) et arctan (en rouge).

b/
lim arctan(x)=-——.
— -0 2
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~( PROPOSITION 54)
1y

VxeR tan(arctan(x)) =x
T 7
Vxe ] -, = [ arctan(tan(x)) = x
2 2
2) arctan est impaire.

3) arctan est strictement croissante.

4) arctan est continue et dérivable sur R, et pour tout x € R

b/ /4
arctan(-1) = _Z arctan(0) =0 arctan(l) = Z

arctan’(x) = .
$=5 + x?
8 FONCTIONS HYPERBOLIQUES
r—(DEFINITION 55) \
On définit :
« la fonction cosinus hyperbolique, notée ch :
e“+e*
ch:xeR = ch(x)= —2
« la fonction sinus hyperbolique, notée sh :
X — e %
sh: xeR = sh(x) = >

,—[ PROPOSITION 56 (Relation fondamentale )J

Pour tout x € R,
ch?(x) — sh?(x) =1

\

~( PROPOSITION 57 (Parité, signe) )

1) ch(0) =1 et sh(0) =0.
2) Pour tout x€R, ch(x) = 1.
3) ch est paire et sh est impaire.

4) sh et ch sont continues et dérivables sur R, et pour tout x € R,

En particulier, sh est strictement croissante sur R.
5)

X

lim sh(x)=-o00 lim sh(x)=+o0 lim
— —oo X —* +oo x =

ch/(x) =sh(x) et sh'(x)=ch(x)>0

+oo

ch(x) = +oo
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ch

o=l

~|
4

sh

FIGURE 8 — Graphes de ch et sh.

,—[DEFINITION 58 (Tangente hyperbolique )} N
On définit la fonction tangente hyperbolique, notée th :
sh(x)
th: xeR = th(x):=
() ch(x)
~ PROPOSITION 59 (Propriéiés ) ) .
1) th(0)=0
2) th est impaire.
3) th est continue et dérivable sur R, et pour tout x € R
th'(x) = 1 - th?(x) = >0
ch?(x)
Et en particulier, th est strictement croissante.
4)
lim thx)=-1 lim thx)=1
X — —oo X — +oo
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A\ 4

FIGURE 9 - Graphe de th.

9 FONCTIONS EXPONENTIELLES COMPLEXES

~( PROPOSITION 60)

Soit zg € C.
La fonction

R —» C

t B el

est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction

R — (B

t B zye«!

\.

~( PROPOSITION 61}

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point. Soit ¢ : I — C dérivable.
La fonction
I - C

t = e??

est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction

I — C

t = @e??

EXEMPLES 11.
. , i 2
Calculer la dérivée de x — e***",

Soit w € R. Calculer la dérivée de ¢ — e'“’.
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